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. Na rysunku przedstawiono cze$¢ wykresu pewnego nieskoniczonego ciagu

a) Podaj pieé¢ wyrazdéw ciagu:

1 .
o s=, dla n nieparzystego
e 2 e 2n)
n nern, bn { 2, dla n parzystego
b) Ktére z wyrazéw ciggu b, = (n? — 1)(n? — 5n +6) sa réwne zero?
c) Dany jest ciag a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciagu sa mniejsze od 107?
d) Zbadaj monotonicznosé ciagu a, = 2n? —3n + 1.

n+2

. Dany jest ciag (a,), gdzie a, = dla n = 1,2,3... Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciagu wigksze

3n+1
1
od 5

Dany jest ciag (an) okreslony wzorem a, = (—1)" - 252 dlan =1,2,3... . Oblicz az, a4 i as.

. Wykaz, ze n2 +2n2 +3n2 +4n’ + ...+ n3 = %

Sprawdz, czy dany ciag jest:
a) arytmetyczny: a, = iy,

b) geometryczny, gdy b, = (an)2 i a, =3-2" oraz czy ciag (a,) jest
ciggiem geometrycznym.

arytmetycznego (a,).

a) Na podstawie wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz i roz-
nice.

b) Podaj wzér na ogdlny wyraz tego ciagu.

c) Niech b, = —3n? bedzie wyrazem ogélnym ciagu (by).

Dla jakich wartosci n, a, = b,7

W ciagu arytmetycznym (a,,) dane sa wyrazy: as = 4, ag = 19. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych
wyrazy ciggu (a,) naleza do przedziatu (0, 200).

Wyznacz liczbe sktadnikéw w sumie 24548 4+ 11 + ... + 449 i oblicz te sume.

Liczby 2, x — 3, 8 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciagu arytmetycznego.
Oblicz z.

Wyrazami ciagu arytmetycznego (ay,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 5 daja reszte 2.
Ponadto a3 = 12. Oblicz a;5.

Darek odkladal ze stypendium pieniadze na wakacje. W pierwszym miesigcu odlozyt 30 zl, a w kazdym
nastepnym o 5 ztotych wiecej niz w poprzednim. Przez ile miesiecy oszczedzal, jezeli w sumie uzbierat 450
zlotych?

Rozwiaz réwnanie (22 + 1) + (22 +4) + (22 + 7) + ... + (2z + 28) = 155, jesli wiadomo, ze skladniki po
lewej stronie sa kolejnymi wyrazami pewnego ciaggu arytmetycznego.

Sredni zarobek pieciu pracownikéw pewnej firmy wyniést w maju 1560 ztotych, a najwyzsza pensja wy-
niosta 1800 ztotych.

a) Oblicz wysokosci pensij tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciag arytmetyczny.
b) W czerwcu nie pracowal juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostalych
czterech wzrosty o jednakowa kwote. Ile zarabial kazdy z pozostatych pracownikéw w czerwcu, jesli wia-
domo, ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byta w czerwcu taka sama jak w maju?

Dany jest ciag arytmetyczny (ay), gdzie n > 1. Wiadomo, ze dla kazdego n > 1 suma n poczatkowych
wyrazéw S, = a1 + as + ... + a,, wyraza sie wzorem: S,, = —n? + 13n.

a) Wyznacz wzdr na n-ty wyraz ciagu (ay).

b) Oblicz aL007-

¢) Wyznacz liczbe n, dla ktérej a,, = 0.
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Suma S, = a1 + az + ... + a, poczatkowych n wyrazéw pewnego ciagu arytmetycznego (a,) jest
okrelona wzorem S, =n?—2n dla n > 1. Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.

Liczby z, y, 19 w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, przy czym x + y = 8. Oblicz = i y.

Dany jest rosnacy ciag geometryczny, w ktérym a1 = 12, ag = 27.

a) Wyznacz iloraz tego ciagu.

b) Zapisz wzér, na podstawie ktérego mozna obliczy¢ wyraz a,, dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
c) Oblicz wyraz ag.

Na trzech poétkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo sie, ze liczby ptyt na poétkach gérnej, srodko-
wej 1 dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na srodkowej pélce stoja 24 plyty. Oblicz, ile ptyt stoi na
pélce gornej, a ile ptyt stoi na pdtce dolnej.

Kwadrat K; ma bok dlugosci a. Obok niego rysujemy
kolejno kwadraty Ko, K3, Ky, ... takie, ze kolejny kwadrat
ma bok o polowe mniejszy od boku poprzedniego kwadratu,
jak na rysunku. Wyznacz pole kwadratu Kis.

K,
Wiedzac, ze skladniki sumy sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego, oblicz 1 4+ 3 4+ 9 4 ... 4+ 243. Ko
K B
Ciag liczbowy (a,b,c) jest arytmetyczny i a + b + ¢ = 33, a
natomiast ciag (a —1,b+ 5, c+ 19) jest geometryczny. Oblicz
a, b, c.

Pan X umoéwit sie z panem Y, ze bedzie mu wyplacal codziennie przez trzy tygodnie pieniadze, przy czym
pierwszego dnia 10 zl, drugiego 20 zi, trzeciego 30 zl, czwartego 40 z1 itd. W zamian pan Y wyplaci mu
pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2 grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd. Ktéry z tych panéw
zyska na umowie i ile?

Pan Kowalski planujac wyjazd na wakacje letnie w nastepnym roku postanowil zatozy¢ lokate, wptacajac
do banku 2000 zl na okres jednego roku. Ma do wyboru trzy rodzaje lokat:

lokata A - oprocentowanie w stosunku rocznym 5%, kapitalizacja odsetek po roku,

lokata B - oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 8%, kapitalizacja odsetek co pdt roku,

lokata C - oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 6%, kapitalizacja odsetek co kwartal.

Ocen, wykonujac odpowiednie obliczenia, ktéra lokata jest najkorzystniejsza dla Pana Kowalskiego.

a) Cena plaszcza byla 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena plaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowal on 400 z1?

b) Kapital w wysokosci 1000 zt zlozono w banku na procent skladany. Jaka bedzie wielko$¢ kapitalu po
6 latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.

¢) Do jakiej kwoty wzrosénie kapital 500 z1 zlozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki sa
kapitalizowane co pét roku.

d) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku, wplacono 5000 zt. Oblicz stan
tej lokaty po dwodch latach oszczedzania, jezeli od nalicznych odsetek bedzie pobierany co roku podatek
w wysokosci 20%.

Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Ciag (an) jest okreglony wzorem a,, = (—3)" - (9 — n?) dla n > 1. Wynika stad, ze
(A) as = —81, (B) as = —27, (C) az =0, (D) az > 0.

b) Liczby = — 1, 4 i 8 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu arytme-
tycznego. Woweczas liczba z jest réwna
(A) 3, (B) 1, (C) -1, (D) -7
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c¢) Liczby —8, 4 i x4+ 1 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu geometrycz-
nego. Wéwczas liczba x jest rowna
(A) =3, (B) —1,5, (©) 1, (D) 15.

d) Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktére sa podzielne przez 6 lub przez 10, jest

(A) 25, (B) 24, (C) 21, (D) 20.
R) a) Ci an) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb a1 =3 a ,dlan > 1.
ag Y] Y] epujacy nt1 = 222
n an+

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu.

Qn 41
An

b) Okresl wzér rekurencyjny ciagu na dwa sposoby korzystajac z réznicy a1 — ay, oraz ilorazu

gdy a, =2-3™.

(R) Ciag liczbowy (a,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wzorem: a,, = (n — 3)(2 — p?),
gdzie p € R.

a) Wykaz, ze dla kazdej wartosci p ciag (a,) jest arytmetyczny.

b) Dla P = 2 oblicz sume azo “+ ag1 + a2 + ... + aqg.

c) Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych ciag (b,) okre$lony wzorem b,, = a,, — pn jest staly.

(R) Dany jest ciag (a,) majacy te wlasno$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n suma n poczatkowych
wyrazéw tego ciggu jest réwna %(7712 — n). Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu. Wykaz, ze (a,) jest
ciagiem arytmetycznym.

(R) Z ciagu liczb naturalnych (1,2,3,4,5,...) wybrano 100 kolejnych takich liczb, z ktérych kazda ma te

sama wlasno$¢, ze jezeli podzielimy ja przez 3, to otrzymamy reszte jeden. Wyznacz najmniejszg z nich,
wiedzac, ze suma wszystkich tych liczb jest réwna 17950.

(R) Nieskoniczony ciag liczbowy (a,) jest okre$lony wzorem a, = 4n — 31, n = 1,2,3,... . Wyrazy
ak, g+1,ak+2 danego ciagu (a,), wziete w takim porzadku, powiekszono: wyraz ap o 1, wyraz api1
0 3 oraz wyraz ag42 0 23. W ten sposob otrzymano trzy pierwsze wyrazy pewnego ciagu geometrycznego.
Wyznacz k oraz czwarty wyraz tego ciagu geometrycznego.

(R) Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego wynosi 5, za$ réznica miedzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciggu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz.

(R) Wyznacz pierwsze trzy wyrazy ciagu geometrycznego wiedzac, ze sa one dodatnie, ich suma jest réwna
21 oraz suma ich odwrotnosci jest rowna %

(R) Wykaz, ze jezeli liczby b, ¢, 2b — a sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego to liczby ab, b2, ¢? sa
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

(R) O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a,b,c) jest arytmetyczny i a+ ¢ = 10, za$ ciag (a+1,b+4,c+ 19)
jest geometryczny. Wyznacz te liczby.
(R) O ciagu (x,) dla n > 1 wiadomo, ze:

a) ciag (a,) okreslony wzorem a,, = 3*~ dla n > 1 jest geometryczny o ilorazie ¢ = 27.

b) 1+ 22 + ... + x19 = 145.

Oblicz x;.
(R) Oblicz granice ciagu:
_ —4n®43n+1
a) an = 2+n—+2n2
_ 1on?-2
b) bn = 2—n+n3’
6n*+n®—5
C) Cn = n2t71113 )

d) d,, = 8+ 2n3 — 4nb,

e) e, =3-4" — 5+
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f) fu=vn—2—+n—4,

_ 3/ n342
g) gn = \/ 3+

_ 3(n+2)!-n!
) h, = Yo2inl
(R) a) Oblicz
. —2n3 +3n
im ——.
Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

b) Oblicz granice ciggu
. 3n?2 —5n+2
im —————.
n—oo (8n + 7)(n +4)

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego obliczonej granicy.

(R) Dany jest ciag (an), gdzie a, = 15’8{’;61) dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
a) Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a, ).
b) Oblicz
lim a,.
(R) Wyznacz warto$¢ parametru b, dla ktorej
b*n

lim

L —
n—oo (b+4)n+b

(R) Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,) o wyrazach dodatnich taki, z e a; = 3, a3 = 3. Oblicz
sume wszystkich wyrazow tego ciagu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego

otrzymanego wyniku.

(R) Gérna podstawe kwadratu o boku dlugosci 4 podzielono na trzy réwne |_EL|
czesei i skonstruowano kwadrat, nastepnie gérna podstawe kwadratu goérnego
podzielono na trzy rowne czesci i znoéw skonstruowano kolejny kwadrat, itd.
a) Oblicz sume obwodéw wszystkich kwadratéw.

b) Oblicz sume p6l wszystkich kwadratéw.

(R) Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskonczonego
ciagu geometrycznego. Oblicz trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci
utamka okresowego. Zakoduj cztery pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia 4
dziesietnego otrzymanego wyniku.

(R) Dla jakich warto$ci x szereg geometryczny 1+ % + 9%2 + ﬁ + ... jest zbiezny? Oblicz sume.

(R) Rozwiaz réwnanie x2 4+ 23 + 2 + ... = 1%, ktérego lewa strona jest suma nieskonczoneho ciagu
geometrycznego.

(R) Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Dany jest nieskoficzony ciag geometryczny (a,) okreslony wzorem a, = dla n=1,2,3,....

3
V2)m
Suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna

(A) 2. (B) 2. (©) 2. (D) 2.
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b) Niech ciag (a,) bedzie ciagiem arytmetycznym. Zatem ciagiem arytmetycznym jest ciag okreslony

wzorem:
(A) by = an + ant1, (B) b, = agp, (C) by, =3 —2ay,, (D) b, = |ag)-
. . , . ap = 1 .
c) Dany jest ciag (a,) okre$lony wzorem rekurencyjnym { iy = 2an +1 Zatem:
(A) a4 = 165 (B) a4 = 195 (C) as = 75 (D) asz = 8.
d) Liczba 3 jest granica ciagu:
-n n n2— n+1
(A) a, = 352, (B) bn:%, (C) en = 222, (D) d,, = 23
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